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ELÍPTICOS DE ORDEM 2 EM Rm, m> 3

Gosula Narayana Rêddy

Introdução

Neste trabalho investiga-se o problema da existência e completa 
mento de operadores de onda e da existência do operador de dispersão,a£. 
sociadcs aos operadores diferenciais elípticos de ordem 2, -Ã e Ã+q(|xj) 
em Rm, m £ 3 onde - m

S = I 3.(p(!xj)3. , V alj •3 33=1
Não se sabe, da literatura, nenhum resultado referente ao par 

(tQ,[-j) exceto o de Putmm [16] que tratou o par (Cqq, Cq-j) com uma con­
dição de fronteira em 0. Porém, vale mencionar o recente trabalho de Ike 
be e Toyashi [5], que provaram a existência de operadores de onda asso - 
ciados a um par cuja diferença é um operador diferencial de ordem 2, que 
tende a zero asintoticamente quando |xj 
completamento de operadores de onda sob certas condições adicionais assim 
generalisando um resultado de Ikebe [3].

Se p(Ix|) = 1 e a função q não é necessariamente radial vários 
autores (Veja [3] , [5],[6],[7] , [10] e[ll]) tenham achado condições sufi_ 
cientes sobre q para a existência e completamento de operadores de onda . 
Recentemente Kato e Kuroda [9] provaram o completamento supondo

, e > 0, o que é um melhoramento sobre

Eles também provaram o-*■ °°.

-i-e|q(x)] £ c (1 + |x|)
resultados anteriores.

Na seção 1 são dadas definições importantes inclusive a do opera 
dor de Schrüdinger e L2(Rm) é escrito como soma direta de seus subespa - 

-Ã e Ã+q( | x|). As partes destes operadores são equiva_ços que reduzem
lentes respectivamente aos operadores diferenciais ordinários £Qk e l Ik

-1 e são obtidasNa seção 2 são achados os resolventes 

estimativas de soluções de em 0 e no

achando índices de deficiência dos operadores ZQk.

em (0,«).
Encerra-se a seçao 

Na última seção foram
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provados os principais resultados: 
fOk

adjuntos EQk, £-|k, Cq e ^ resPectivamente
ii) operadores de onda associados a estes pares existem e.são com

e portanto -Ã e Ã+q(|x|) definem operadores auto-e Z. lk

pletos.
e C são absolutamente contínuos e o operador de dispersãoiii) Zok'

dos pares acima sao unitários.

Seção 1: Definições

1.1 Definições.
Seja H um espaço de Hilbert separável, em que o produto interno é 

denotado por e seja H um operador auto-adjunto em H com a resolução 
espectral {(X)}, - <» < a < » tal que H = ^ XdE(X). Seja Hac(H) 0 sub
espaço de continuidade absoluta em relação a H.

H é dito absolutamente continuo, quando H se iguala a H . A res3C

triçao de H a este subespaço, chama-se a parte absolutamente continua de 
H e é denotada por H .aC

Sejam H as partes absolutamente continuas de Hq e 
e sejam Pq e P^ as projeções ortogonais sobre os subespaços de continuida

de absoluta de HQ e respectivamente.
Então

(1.1) W+ = W+(HrH0)

e H 1 ,ac0,ac

it e-ltHrtP= s - li» e H
t-*- + oo

se existem, são chamados operadores de onda generalizados associados 
par (Hq,H^) Quando e W_ existem o operador de dispersão generalizado é

definido por

0'01
ao

(1.2) S = W+ W_
Os operadores de W+ (H^,HQ)são ditos completos se 

w+ (HrV W ■ Wac<Hl>
Se Hq e absolutamente continua, isto é, Pq=1, operador identidade então W+ 

e S são chamados operadores de onda próprios e operador dispersão proprio
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respectivamente.
1.2 Definição de operador de SchrÔdinger.

Nesta seção, são definidos alguns operadores formal mente-Sua in 
vestigação de ser auto-adjunto é adiada até a próxima seção. Os opera­
dores formais são denotados por letras minúsculas.

Seja Rm o espaço Euclideano de dimensão m ^ 3. Se 
X = >x2» • • * >xm)tRm> escreve-se |x|=^ x2)1^2

to de todas as funções complexas u de Rm tal que JRm|u{x)|2 dx 

i um espaço de Hilbert com produto (u,v) =

5eja 3j= -sib
ção real de Rm.

- Au(x) e (lju)(x) = - Au(x)+q(x)u(x), para uma função u de Rm. 0 opera­
dor ^ é chamado operador de SchrÔdinger em Rm e q é chamado a função poten 

ciai .
1. 3 Separação de variáveis.

Seja r = |x|para xé Rm.Seja a esfera unitária de Rm com.centro em
92 . m+1 3

2 + + ar r 3r

? 1 m 
l (ft) dado por B= — Z

2 j,k=l

Y. .(w),k =0,1,2, ... e j = -k, -k+1, ... k-l,k, de B com os autovetores cor

. Seja L2(Rp) o conjun

L2(Rm) 

u,veL(Rm).

< OO .
; mu(x)v(x)dx para

1,1 2 ^ m
e seja A ó o Laplaciano em Rm. Seja q(x) uma fun-

Define-se os operadores formais £q e ^ por (£u)(x) =

m

0. 1A = onde B é o operador Laplace- Beltrami emB,r2

2
(xj3k " xk3j) ‘ As autofunÇ°es

kj
respondentes -k(k+m-2) são chamadas esféricas harmônicas. Estes formam uma2família ortonormal completa em L (Q). Seja 

duto tensor do espaço uni-dimensional gerado por

t2(0,«,rm_1)={f: * |f(r)2rm“1dr). 

f, o espaço

que L2(Rm) = (.2(íJ) (£) L2(0,«;rm“1) = Z

= {Ykj.) fi?L2(0,~,rm_1), o pro 

e L2(0,«;rm onde

Identificando Ykj®f de com Y

pode ser considerado como um subespaço de L2(Rm). F valido
kj’0

©H Desde que Hkikj ■k=0,l ,2, 
j=-k,k+l,. k

reduz C define-se
(Y (x) f) = r (Y • f) = Yk. ( 

okj kj o kj w

2 k(k+m-2)f) 
r

a~f _ 3f + 
2 " r 3rr

ar
Para Yl,0D f£Hkj kj'
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- L^(0,®) definido por T(Ykj. (£>f) =T: H kj
m-1
~T em L^(0,®)e um operador unitário de Hkj.f(r) para Ykj. «kj.

Além disso, pondo ÍQ^ - T ?Qkj T 1 vê-se que £Qkj. 
2rencial ordinário em L (0,®) dado por

= r

1 i um operador dife-

<’-3> f0kj r'
= (m-1)(m-3) + k(k+m-2).onde Ck

4

1.4. Uma Generalização de A.

Considera-se a expressão diferencial
m

(1.4) Ã = Z 3,(p|x|)3.)
j=l J J

com as seguintes condições sobre p(r):
(1.5a) p(r) é real e diferenciavel continuamente para todo rç[0,®).
(1.5b) p(r) > C para todo re[0, 00) e para algum C>0.

Se q também e radial substituindo A por Ã define-se os operado 
rcs formais Z^t £Qkj, ^ikj’ ^okj e ^Ikj an^°9° aos sem “• 0s °P£ 
radores ?Qkj. e E^kj. são dadas por

(1.6) Z.. = - (p(r) Í-) + y (r) e
0KJ dr dr

(P(r) U + v(r) + q(r)d-7) z}kj-
onde y[r)

dr dr
= c, £(rl + Hil ^

K r 2r dr
2

Notação. Considerados como operadores formais de L (0,®), os ope 
e £-jkj não dependem de j. Sempre que seja limi- 

~ 2tada a discussão aos operadores L (0,®), j deixa de aparecer nos operado­
res acima.

okj’ ^lkj * *okjradores l

Seção 2: Estimativas assintõticas de soluções de(£Qk - X)u 3 0.

2. 1 Resolventes de Zok*
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Para ver quando operador formal mente definido £Qk define um ope 
rador auto^adjunto, é necessário estudar as soluções de (íQk-X)u=0 p<i

ra algum numero não real X.
Se y-j(r) e y2(r) são duas soluções linearmente independentes da

equaçao
-(p(r)u'(r))'+(Y(r) - X)u(r) = 0, 0 < r

tal que
P(r)(yi(r)y‘(r) - yj(r)y2(r)) = 1,

então pondo:
ry1(r)y2(0, 0 < í $ r

G(r,Os
Vy-j (C)y2(r)»

Vê-se que o resolvente (£Qk - X) 
gral, “ x)"lf(r) = ; 6{r,Ç)f{C)dç, fel^O,»).

! 0 _i
Como ZQk é formal mente auto-adjunto (íQk- X) é definido para todo 
f c L2(0,~).

2.2 Estimativas assintõticas de soluções de (Z^-Xju = 0 em 0.

Doravante supomos as seguintes condições sobre a função p(r) 
(2.1a) p(r) é real e e diferenciãvel continuamente para todo r c[0,«>). 
(2.1b) p(r) > c para todo r c [0,«>) e para algum c > 0.
(2.1c) p(r) ê analTticamente em 0.

Considere-se a expressão diferencial
(2.2) (au)(r) = - (p(r)u'(r))' + q(r)u(r), 0<r < « 
com as seguintes condições sobre q(r):
(2.3) q£L2£oc(0,») e

2
(2.4) r q(r) ê analiticamente em 0.

A equação diferencial
(2.5) (au)(r) = Xu(r), 0 < r < « ,X não-real, pode ser reescrita na 
forma matricial :
(2.6) — = A(r)Y, onde

r $ Ç < °°
-1 i dado como um operador inte-

00 2

dr
10u

e A(r) =(2.7) Y =
v q(r) - X 0
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Por causa de (2.1a), (2.1b) e (2.3), existe uma única solução Y =Y(r) 
da equação (2.6) tal que Y(Tq)= Yq para qualquer rg£(0,«>)e vetor arbj_

u0
(Veja Naimark [14], teorema 1, pagina 51).trãrio Yq = Por -

v0

tanto escolhendo

(2.8) u](rQ) = 1, u](rQ) = 0, u2(rQ) = 0 e u£(rQ) = 1 para um
P(r0)

ponto arbitrário r0£(0,»)tal que u^ e u2 satisfazem condições (2.3),po
.de-se obter duas soluções linearmente independentes u-| e u2 da equação
(2.5).

0 ponto r = 0 é um ponto singular regular para a equação dife­
rencial (2.5). Pondo

l ar" e 
p(r) n=0

= 1 b rn 
p(r) n=0 n

acha-se a equação indiciai de (2.5) como t(t-l)-bQ=0. Se t-| e t2 são rai^

zes desta equação e se bQ > 0, então as raizes t-j e t2 sao reais e diferen 

tes e tem-se que
*2

em 0.
tl

Mr) ~r e u2(r) -r

Assim tem-se o seguinte
Lema 2.1. Seja p(r) > c >0 para 0 $ r < » e seja p(r) analítica 

em 0, então a equação diferencial
(2.9) (*ok-A)u(r) = "(p(r)u*(r))‘ + (Y(r)-X) u(r) = 0
tem soluções linearmente independente u^(r) e u2(r) tal que

v+1/2-v+1/2
(2.10) U](r) ~r 

-onde v=k + m 2

e u2(r) -r em 0,
- 2

Prova: Pondo, a = ZQ^ na discussão acima vi-se que

b0 fcl = "v+1/2 e t2 = v+1/2 
2.3. Estimativas assintõticas de soluções de (Z - A)u = 0 em °°.

Def. 2.2. Uma função f definida em (0,°°)é dita possuir a proprie 
dade N, se existe um número ^ e(0,®) tal que f(r)=f^(r)+f2(r) para

ok.
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r > rQ e |fj| e jf21 são integrãveis em (rQ°°).

Def. 2.3. Uma função defrnida erii (0,«>) é dita possuir a pro­
priedade W se existe um número r0£(0,°°) tal que f(r) = f^[r) + f2(r) pa

’ ra r ^ r^ e f.(r) é de variação limitada em (r0>°°) e lim f,(r) = 0 e
r-x*>*

|f2Ír) | é integravel em (*"q>°°)-
Lema 2.5. Se a função p(r) satisfaz as condições 

= a > 01(2.11) a) lim e
r-*° p(r)

b) y(r) possue propriedade N, então a equação diferencial (2.9) 
com X não-real tem duas soluções linearmente independentes, u-j(r) e u2(r)

com as seguintes estimativas assintõticas em
r

u-j(r) - exp { ' o^ç) dç}
r0

r/ an(OdC) , ondeu2(r) -exp { -
-0 1=yvr> -»^(r) e

PÍr)

+ üíli P'(r) = q0(r) + q!(^)
r

como na definição 2.2. 
Prova : A equaçao diferencial (2.9) pode sêr reescrita na forma

matricial
dY— = A(r)Y, onde
dr

A(r) = AQ(r) + A^r)

0010
P(r)

qi(r)e A, (r) = 0Vr>*
qQ(r)-A 0

Nesta decomposição da matriz A(r), os elementos de Ag(r) e de A^(r)
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satisfazem a hipótese do teorema e corolário (Pagina 150, Naimark H5} 
o^(r) e -cx^(r) são autovalores da matriz Ag(r) e

lim Re (a,(r) - (-cu(r))}=2 lim Re t 0r-*» P-KO

Logo, do teorema do Naimark, conclui-se que existem duas so>lu- 
çÕes linearmente independentes

Y12Yn
Yi -

Y21 Y
t22

2r
; ^ a|((Ç)dÇ}• bjs(r)qsk(r), j, k, = 1, 2

onde bjS(r) são elementos da matriz modal B(r) de Ag(r) e Hgk(r) s^° tun” 
ções satisfazendo a condição

Um nSk(r>
p-KO

Da assintoticidade de ^(r), e das formas explícitas de a(r) e B(r)

^(r)

da forma Y exp {kj =

■ c para s = k 
para s f k

como

0 11

ct(r) = e B(r) =0 -a(r) -cu(r)p(r)a1(r)p(r)

tal que Ag(r)B(r) = B(r)ct(r), tem-se as seguintes estimativas assintoticas 

para u^r) = y^fr) e u2(r) = y22(r) em 00,

U1(r) ~exp { sK a] (Ç)dÇ)
r0

(2.12) r
u2(r) ~exp {- rroa1(Ç)dC>

Observação 2.6. A matriz B não é única. Como uma permutação de 
colunas de B implicam uma permutação correspondente dos a(r),s é portanto 
a das u(r)'s unicidade de B é obtida exigindo que os vetores colunas sejam ■ 
unitários. Isto resulta em dividira matriz B por 1 + a^p* que i limitada
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em vista de (2.11a) e da definição 2.2. Logo prefere-se temar B na 
forma acima

Estimativas semelhantes podem ser obtidas sob outras condi­
ções como dadas no seguintes

Lema 2.7. Se a função p(r) satisfaz as condições
00 jdr •-
_ -------------- = 00

°/5(ê)
b). 6(r) .= Ck

í(2.13) a)

(P'(r))2+ íüll P'(r) 1+PM(r) - —
2 4 16 p(r)

possui'a propriedade N.
Então a equação diferencial (2.9) com X não-real tem duas soluções Ir 
nearmente independentes u-j(r) e u2(r)com as seguintes estimativas òs, 
sintõticas em <»

r1Mr) - exp { ct(ç)dU
r0

(2.14) r1 Iu2(r) - exp {- a(Ç)d^) , ondeTO
q0(r) - x

r0

a(rH e
P(r)

6(r) = qQ(r) + q^r)

como na definição 2.2.
Prova: Pela transformada de Sturm-Liouvilie. (Ver Birkoff -

Rota flj) a equaçao (2.9) e transformada em 
2

(2.15) - (q*(t)-X)w(t)=0,
dr

q (t) = Ô(r) com t =^(r) =

0 < t < » 
r
rojp(T)

Como p(r) >c para re[0,®), é obvio que se f(r) possui a pro - 
priedade N, então f(á"^(t)) também a possui. Isto, em vista de (2.13b),

•k ' k ** ★significa que q (t) possui a propriedade N. Pondo q (t)=qg(t)+q-j(t) co

mo definição 2.2, vê-se que
%{t) = q0(^_1(t)) e q*(t) =q1(/í _1(t)).

(2.15) satisfaz a hipótese do Lema 2.5 com p(t)=l, logo ela 
tem duas soluções linearmente indepentes u-j(t) e u2(t) com as seguin -

1
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te$ estimativas assintõticas em <»,

u*(t) -exp { 'q/q^U)-* dt} 

u*(t)~exp {- '

e

dt}.

voltando ã variável r através d? inversa de transformada de Sturm-Liou- 
ville obtem-se (2.14).

0 conteúdo das seções (2.2) e (2.3) é resumido no seguinte. 
Teorema 2.8. Suponha que a função p(r) satisfaz (2.1) e ou 

(2.11) ou (2.13) então a equação diferencial
—íP()u'(r))' + (Y (r) - A)u(r) = 0, 0 < r < °°

tem duas soluções linearmente independentes y-j(r) e y2(r) com as seguin

tes propriedades:

(2.16) y.(r) -r

(2.17) y,(r) -B(r) exp {a

ajV+1/2 em r = 0 j = 1,2, e

r R(Q cos 8(Q 
j r0 v/p(Õ

se p satisfaz (2.11)

í dO em o», j = 1,2J

1
onde £(r) =

1 se p satisfaz (2.13)

R(Ç) cos e(Ç) = Rey^fi)-^, e a2 = +1

Prova: As estimativas (2.16) são obtidas no lema 2.1.

a-, =-l1

escrevendo
v/q0(ç) - X = R(Ç)(cos 6(Ç) + i sen 6(0* R(S) > Q* Tem-se que 

- 2 = R2(ç) sen 20 (0, -n < 2 0(0 <0 e

R(0 cos e(ç)> 0. As partes imaginarias de a(0 e -a(0 em (2.12) e 
(2.14) podem ser omitidas no cálculo de estimativas de soluções.
Se y^(r) e y2(r) foram escolhidas tal que

P(r)(y1(r)y^(r) _ y^(r)y2(r)) =1,

então da positividade de v, y-j(r) se comporta com r

positividade de
R(0 cos 9Çc) 

s/M) ’

B(r) exp í o /Ms,

-v+1/2 em r = 0 e da
O- *s

3la se comport^ como •í,'

Ofc v;zs'õ■?. í ri i. f/t•: «J t? {<*}.£}
2 oJr-xncvM ; zsopuí oe etub rw
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e não como
B(r) exp { ' r R(Q cos 8(0 dç>.

r0 P(0
Analogamente o comportamento y£(r) como enunciado no teorema e justifi_ 

cado
' Corolário 2.9. Se p(r) satisfaz a hipótese do teorema 2.8, 

então o operador diferencial tem os seguintes índices de deficiência:
(1.1) em r = 0 para v > 1

1(2.2) em r = 0 para v = j e

(1.1) em r = “ para todo v.
Prova: Os índices de deficiências em r = 0 são obtidos diretamen

te de (2.16).

De (2.17) tem-se w
|y-|(r)^dr $ c x*| e2(r) exp {- 2 f0

* 62(r)/p(r)

* 1 R(r) cose(r)
R(r) cos 9(r) dp

r R (O cos 6(0 dç } drí(2.18) p(01

r R(Q cos 9(0. exp { -2 ;
ro jm

P(r)
00 -2s/ ds , ondeso e

r R(0 cos 0(Od

^ C

í(2.19) s(r) =
r0 P(0 •

Analogamente prova-se de (2.17) que
e2sds. Assim l2(1 ,°°) y2^L2(l»°°).

Logo os índices de deficiências de Zk são (1,1) em °° para todo v.
ly2(,r)|2 dr >, c '

Seção S: Principais resultados

definidos por Cju(x) = £jU(x) e Cj^uíxJ-í^uíx) 

fl(CJ) » C* (Rm) e P(tjk) = C* (0,-). j = 0, 1 ...

Sejam Cj e

:óm
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Então Cq Õ essencialmente auto-adjunto se p(|x|) > c > 0 

e p (jx|) e suficientemente suave, a saber, p£c3(Rm)(veja Hellwing
[3]).

Quando m> 3 no corolário 2.9 foram dadas condições sob quais 
C\ , k = 0,1,2,... conduzem a operadores essencialmentes auto-adjuntos,

OK >

que são denotados por C ^ e isto implica que Cg e essencial mente auto - 

adjunto em Cg(Rm)m por Corolário 3.3. CQ representa a única extensão 

auto-adjunta. Mats' quando m = 3 e k = 0, £gg não define um único opera­

dor auto-adjunto. Seja CgQ um operador auto-adjunto definido por Egg.

Neste caso uma condição de fronteira e imposta sobre funções do domí - 
nio e este conduz ao operador auto-adjunto Cg em L2(Rm). Porém, se Cg

i auto-adjunto, então a única condição de fronteira é u(0)=0 como sera 
visto na proposição 3.1.

Proposição 3.1. Seja m = 3. Então tem-se que
1) se v £ Q(Cq) então v é limitado.

2) se u € P(Cqq) então u(0) = 0.

Prova: Sejam v£ P(Cg),

v(k) = (2n) -3/2 •• ic Xe v(x)dx, a transformada de Fourier de v,;
R3

|v(k)| dk)2 f/Então ( R3

dk *
1 O m

r3 |‘Ncr P(x)+ i 2 k,
j=l J dx-

3| l>í2 p(x) + i ” k -le 
R J-l 3 ^

2 ,2

2 I2 |v(k)|2dkI + a

pâra a > 0 arbitrário, em que o primeiro-fator a direita é limitado por

2
.dk . TT

' 3 <
I|k|2 p(x) + a2 |2 a P(x)3/2R

— — 2 2 e o segundo fator e igual a ||- Ã+ a )u|| . Logo
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-3/2 IK-W^vU2TT//(x)| $ (2tt) |v(k)|dk * < CO

• R3' . a1/2p(x)3^
Seja u€P(Cqq).v Como Eqq é equivalente unitariamente a uma

Logo üiÜ érestrição de CQ sob T vê-se que R_1u(r)
limitado. Isto implica u(0) =0.

Os seguintes lemas são úteis na demonstração do teorema 3.5. 
Lema 3.2. Seja H um operador num espaço dé Hilbert

H = E- © Hyj=i
Supomos que H^.,j = 1,2,... reduzem H. Seja a restrição de H a H

Então o operador H é auto-adjunto se e somente se os operadores 
Hj, j = 1,2,..., são auto-adjuntos.

tem-se

y

Além disso quando H é auto-adjunto,

00

»«<"> -f, ® w-
A primeira afirmação do lema segue dos seguintes fatos: H i 

simétrico em H se e somente se o é em H^. para j = 1,2,...
00

R(H-iI) = l <5> R(H^- ilj), onde R(A) ê a imagem do operador A e I e I

e

jj=l
são identidades em H e respectivamente.

R(H-iI) - H se e somente se R(H-i I ^) = H^. para j = 1,2....

Para demonstrar a segunda parte, seja E(A) e E.(A), j=l,2,...
J

as famílias espectrais de H e H^, j =1,2,..., respectivamente.' Então 

Ej(A) e E(A)Pj, onde é a projeção sobre

n, são absolutamente continuas para
j=l

Então (Ej(x)fj»fj)*Ó = 1>2>••

A £ (■?“,«)* Logo (E(A)hn, hn) e absolutamente continua em (- «,«). Is
9

to ê, h €.H (H). Desde que H (H) ê fechado, tem-seH 3C aC

• »

143



£©VHj>CHac<H>-

Reciproçamente, se feH (H) e f;E ©f.,
. j=1

(E(A)f, f) = T. (E.(A)f., f.) e absolutamente continua em ( - »,“). Como 
j=l J 2 J

(Ej(A)fj, fj), j = 1,2,... é não-negatíva, (E^(X)f^, f^), j =vl,2,...

oo

, então

00

são absolutamente continuas em (-*0,00). Assim f€£ © Hac^Hj^‘
j=l

Corolário 3.3. A primeira parte do lema acima vale se o "Auto 
-Adjunto" é substituido por "essencialmente auto-adjunto".

Prova: A prova segue diretamente do fato que R(H+iI)-é denso em 
H se e somente se R(H^+ il^) e denso em para todo j = 1,2,... .

Lema 3.4. Sejam HQ e operadores auto-adjuntos num espaço de 
00

Hilbert H= zQH_. e suponha H^, j = 1,2,... reduzem Hq e . 

e H-jj as restrições de Hg e a
res de onda generalizados W+ ^j>Hoj) existem para j =1,2,...

Sejam Hg^
3j=l

H j respectivamente. Então os operado

Alim disso,
OO

vale WjtHpHg) = Ei©Wí(,Hlj,H0j).

Veja Kuroda [12] para a demonstração e use lema 3.2.
Considere as seguintes condições sõbre uma função real q(r) cujo 

quadrado é local mente integrável em (0,~):
|q(r)|2 r2 4* (r) dr < °° onde ^(r) igual a 1,1/(3.1)

0

r]logr| ou r em acordo com m é 3, 4 ou mais.

|q(r)|2 dr < “ para algum xQ (°>1)(3.2) sup
x0 <Ç<» C

1 2
;0 |q(r)r Y(r) dr

|q(r)1dr < ® .

(3.3) < oo

CO

(3.4)
1
Considere as seguintes condições sobre a função p(r):

Vc
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r+1 p'(t) 2 + 1d_ p'(t) 
dt p(t)

/(3.5) sup dt < oo
P(t)rr>l

Tem-se o seguinte
Teorema 3.5. Suponha que p(r) satisfaz condições 

(2.1), (3.5) e uma das (2.11) e (2.13).
Com as condições (3.1), (3.2) e (3.4) sõbre q o operador de 

multiplicação Q é C ^ - e - limitado, isto é, para todo e> 0, existe um

k(e) >otal que para todo u £ P(C0k) tem_se

llQuII $ e llLòkuli + K(e) Il“lI -(3.6)

0 operador Ljk = C'k + Q possui uma única extensão auto-adjunto para

k = 0,1,2,... (induzida pela condição de fronteira u(0)=ose m = 3 e k=0)e 
a) com as condições (3.3) sõbre q o operador

|Q|^2(CQk - X) 1 é de tipo Hilbert-Schmidt. 

b) (3.1), (3.2) e (3.4) sõbre q, os operadores de onda

-1

W+^lk’ e W+^ok,C:ik^ existem e sao completos.

Teorema 3.6. Seja p como na hipótese do teorema 3.5. Com as 
condições (3.1) e (3.2) sõbre q(x) = q(|x!), os operadores Cg e C^ pos -
suem únicas extensões auto-adjuntas. Sejam estas denotadas por CQ e í^

respectivamente.
Com as condições-(4.1) , (4.2) e (4.4) sõbre q, os operadores de 

onda W+(C1,CQ) e W+(Cg,C-|) existem e são completos.

Sõbre as partes absolutamente continuas de CQk e CQ tem-se o se

guinte
Teorema 3.7. Além da hipótese do teorema 3.5, se ô(r) possui a

propriedade W,
então CQk e Cg são absolutamente continuas e os operadores de dispersão

W+^lk,COk^ W-^lk*COk^ e W+^l >C0 ^ W-<W 
são unitários e as partes absolutamente continuas de 
mente equivalentes a CQk e CQ respectivamente.

e C, sao unitaria-1

Demonstração dos Teoremas 3.5 e 3.7.
Prova do Teorema 3.5. Segue cja discussão da seção 2 que
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IQi1/2 -1-1 — 2 —(CQk - X) e um operador em L (0,«) com núcleo K(r,Ç) dado por

(3.7) k(r,ç) = |g(r)|1/2 G(r,Ç->

oflde G(r,0 e definido na seção 2. Para mostrar que ele e do tipo Hi_T_ 
bert-Schmidt bast»'verificar que

(3.8) |Ku\Ç)| dr dç < « .
De (2.iu) e (2.17) tem-se 

a,2 v+1
•yj(^) 12 $ c

(3.10) |y-|(r)|2 v< C ts2(r) exp { 2aj.s(r)} para 1 < r < » .

= + 1.

(3.9) para 0 < r <: 1

onde s(r) ê como em (2.19) ea-j = -1 e

Seja 0 < r v< 1. De (3.7) , (3.9) obtem-se 
(3.11) 1Q |K(r.Ç)|2dÇ s< C |q(r) |r3

a2

De (3.9) e (3.10) segue que

'r_ |y1(€)|2 dC ,$
C v = 1/2 

v > 1
V *= 1

-2v+2(-3.12) C r
C11 og rj

De (3.7) , (3.9) e (3.12), conclui-se que 
Ç |K(r,0|2 dÇ « C |q(r) | A(r).(3.13)

Seja l$r< ®, então de (3.a) e (3.11) obtem-se, como na den
vaçao de (2.18),

(3.14) <1 |y2(Ç) |2dç .< C exp { 2s(r)}

’r |y,i(E)|2<IÇ -< C exp í-2s(r)J 

'o |K(r'.Ç) I2 dÇN< C|q(r) | . 

Usando (3.7), (3.10) e (3.15), segue que 
(3.17) Ç |K(r,0|2 dÇ N< C|q(r)|.

(3.15) e

(3.16)

Finalmente, (3.11), (3.13) e (3.17) conduzem a

'o |K(r,Ç)I2 dç dr'o 'o I K(r.Ç)|2 dÇ dr =
00 r 9 ~1

+ ' ' I K(r,OI dç dr +
1 0

fr |K(r*Õl2 « dr
0-
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+ 'r JK(r,C)!2 dÇ dr

1 ?
|q(r)dr + 'Q |q(r)|r (r)dr 

por (3.3) e (3.4)

1 o
f0 I q(r)|rdr + ']■í C{

00

+ fl Iq(r) Idr }
Logo (3.8) é estabelecido

Suponha agora que q satisfaz (3.1) e (3.2).
qi = qx(o,i!

onde Xj é a função caracterísitca de I.

< ®

Escrevendo q co
mo q = ^ + q2. e <2 * «(!,„•.

2A função q.| satisfaz as mesmas

condições de q do parágrafo anterior e assim o operador Q^(Lgk t. X)é

Qk -e-comoacticidade de 0-j ,que por 
sua vez implica a Lgk -e-limitação de Q1. (Veja apendice I de J.M. Combes

do tipo Hilbert- Schmidt. Istr implica L

[2D-
Sejam u£C2(0,°°) e n&C2(0,s), s < 1 tal que 

n(0) = n(s) = 0 = n'(s) e n'(0) = 1.
Então pela integração por partes tem-se

s
£gk u(r+t) dt + rg H(r+t) u(r+t) dt, onde

+ m ~ 1 P'(r+t) + _d_ p'(r+t)
2(r+l) p(r+t) dt p(r+t)

p'(r+t) 
p(r+t)

Para r ^ 1 e te[0,s] tem-se

s n(t)u(r) = 'd
p(r+t)

H(r,t) = n(t) {

- n"(t)+ n * (t) .

d p1(r+t) 
dt # p'(r+t)

P*(r+t)|H(r,t)|v< C{1 + +
p(r+t)

A P'(r+t) 2
dt p(r+t)

-4 JÜÍS1 2 }dç
P(0

0 |H(r,t)|2 dtN< C '1 {1 +•
u 0

P'(r+t) } dtI +
P(r+t)

21IÜ. 2 +
P(0 .

r+1
( 1 +

r

por >(3.5) e< oo
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S ln(t)|2
0 P (r+t)

+ '0 |H(r,t)]2 dt. '0 |u(r+t)|2dt

0 I^Ok u<r+t)4«2 àt + k2 ^ |u(r+t)|2 dt.

lM(r)|2 « 'q I^Ok u(r+t)|2dt +I . dt.

l* kv s

■ kis V
o

Multiplicando a última desigualdade por lq2(r)l e integrando em relação

r+sr+s
|í0ku(Ç)|2 dç |u(Ç)I2 dt.;+ k 2 r

a r, tem-se
m 9 r+s ^

|q2(r)|2 dr 'r |?0ku(ç) “ dç

|q2(r)|2 dr '"s |u(Ç)|2 dç .
Se s<l, então X<^Y e como função de duas variáveis (£,r) q2

'0 |q2(r)12 Nr)l2 dr < k, s1

/+ k2

e zero, em Y - X. onde
X = {(£,r) : C • s í r N<Ç e U ç < •'} e 
Y = {(Ç,r) : r < . " r+s e 0$ r < « }

‘•°go pe.. mudança de variáveis, da integração, que é justifj_ 
cada pelo teorema de fukini tem-se

J0 IQ2(r)I2 |u(r)|2 dr ^ k] s ^ Qku(Ç)I2 dç Jç_s |q(r)|2 dr

2 ^ |u(Ç)|2 d£ I^WI2

De (3.5) é fácil ver que dado e > 0, escolhendo s o menor de 
c/kj e 1 - x , acha-se um k(e) > 0 tal que

liQ2u|| < e l|tókuH + K(e) I Ml Para u£ co í0’40) = V ([0k^
Logo Q = Q] + Q2 e ^'ok " G “ limitado em (C^). Assim Cjk e essenci - 

almente auto-adjunto (^ôk)» k = 0,1,2,... exceto quando k=0 e m=3. Se

No caso excepcional, uma única

+ k dr.

ja a extensão auto-adjunto de C 

extensão auto-adjunta Lqq e induzida por Cq e a CQq - e- limitação de Q 

implica a existência de uma única extensão auto-adjunta de C^q.

Suponha finalmente, que q satisfaz (3.1), (3.2) e (3.4). As

lk*
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condiçoes (3.3) seguem de (3.1). Portanto, o operador de multiplicação 
Q é auto-adjunto e |Q|^2(C0k " *) ^ ê do tipo Hilbert-Schnidt. De um

teorema de Kuroda, S. T. [10] e [12], segue que os operadores de onda 
W+(Clk, L0k) e W..(Cok,Clk) existem e são completos.

Prova do teorema 3.6. No inicio desta seção foi visto que 
L0 é essencial mente auto-adjunto quando p satisfaz (2.3) e (2.11) ou 
(2.3) e (2.13). Seja Cq a única extensão auto-adjunta. No teorema 3.5,

foi visto que Cjk,.k = 0,1,2, • • • >são auto-adjuntos seja C-, o operador 

maximal definido por £■, , isto é,1

* {u:u,í,ue t2(Rm)>-
I 1

C-jU = í-j u para u £ P(C^)

A restrição de í^ a Hkj e unitariamente equivalente ao opera 

dor D^k através operador unitário T (Seção 2), logo ele é auto-adjunto

para k = 0,1,2,... . Então pelo lema 3.2, o'operador C1 e, de fato , 
a única extensão auto-adjunta de . Isto segue da unicidade de

C]k, k =0,1,2,...

Lema 3.4 implica a existência dos operadores de onda, general 
zados W+(C.j,Cq) e W+ (LQ,C^). Usando lemas 3.4 e 3.2 obtem-se

CO00

w^.Cq) h3C (C0) = r ©w+ (clk,c0k) z Hac(t:ok)
- k=l - k=l

oo

Hac^Ok^
00

= l<£) Hac( Clk) desde que w+(^k>CQk) s^° comPletos
k=l

pelo teorema 3.5.

= Vci>’
que prova que W+(C-| »Cq) são completos.

Prova do teorema 2.7: Como p(r) é analítica em r = 0.

lim {r2 6 (r)> Ckp(0) > 0 para k = O.1 
p+o

Logo para suficientemente pequeno r, tem-se

140



c' 1com c' <Ó(r) * - ~~2 4r
Em t = 0, tem-se t -r, onde t = 0 (r) como em (2.15); portanto, para sufi

Q *cientemente pequeno r, q*(t) >---- para c' < ^ onde o*(t) = 5í^(t)).
t2

E fácil ver que se ô(r) possui a propriedade W, então q*(t) o faz. Logo 
por um resultado de Weidman [16] o espectro do operador auto-adjunto

+ q*(t) é absolutamente contínuos em (0,~). Mas Lgk é unitariamen

te equivalente a este operador através da transformada de Sturm-Liouvilie 
espectro de Cgk é absolutamente continuo em (0,~).

0 operador Cgk (e também Cg) é positivo. De fato, para todo 

(0,«) tem-se 

(C0k u, u) « (C0 T"

i C(Lq T'1 u, T'1 u) > 0.

Logo o espectro de Cgk (e também de Lg) é um subconjunto de [0,°°). Mas 0 

não é um autovalor de Egk 
tal que Cgk u = 0, então (Lg T~^ u, T~^ u)=0, T"^ u=0 e u = 0, que prova 

que Egk e Eg são operadores absolutamente contínuos.
As outras conclusqes do teorema seguem dos teoremas 3.5 e 3.6 e 

de um resultaod de Kuroda, S.T. [11].

d2t
~77ldt

e o

u€C2

1 u, T" u)

(ou de Cg); porque, se existe um vetor ueP(Cgk)
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RESUMO

Este trabalho dar condições necessárias para a existen 
cia e completam°nto de operadores de. onda e existência e uni cidade 
operador de dispersão associados ao par de operadores - Ã e -Ã+q.
Ã é uma qeneralização do Laplaciano.

de
onde

SUMMARY

This paper oives necessary conditions for the existence 
and completeness of wave operators and the existence and unitarity 
the scattering operator associated with the pair of operators - Ã and 
- Ã+q where i is a generalization of the Laplacian.

of
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