
resolução do problema da percolação com superfície livre, pelo 
método dos elementos finitos, uma formulação 

via inequaçOes variacionais

Cid S. Gesteira

1 . I NTRQDUÇÃO

Os primeiros estudos sobre percolação de água

de meios porosos foram desenvolvidos a partir de 1937 com
trabalhos de Muskat^e Casagrande^ (1940). Posteriormente, solu

ções analíticas para o problema foram abordadas
(1962), Polubarinova-Kochina* *(1952-1962), Aravin e

(1965) e Bear*4 (1968-1972).

Recentemente, com o desenvolvimento dos métodos numéri^

cos e as facilidades computacionais cada vez maiores, Taylor e

Brown^(196 7) idealizaram uma abordagem baseada no método
1 6elementos finitos. Enquanto que Todsen (1971)

através

os

8Harrpor
.1Numerov

dos 
Jeppson^

(1968) desenvolviam esquemas numéricos de resolução com diferen

e

ças finitas.

O esquema proposto por Taylor e Brown foi aperfeiçoado 
1 2 de modo a contornar a ambiguidade e-por Neuman e Witherspoon 

xistente na determinação do ponto terminal da superfície livre 

(ponto C' na figura 1).
pernúA evolução da teoria de inequações variacionais 

tiu por sua vez, que o problema da percolação còm fronteira l.i 

vre fosse tratado com maior rigor matemático, oferecendo também

Universitas, Salvador, (23, especial):37-63, 1978.
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algumas facilidades computacionais.

E a partir desse ultimo enfoque que se ocupara este tra

balho.

0 modelo tratado neste trabalho procura representar um 
problema típico de percolação, sem prender-se a detalhes práti 

cos que possam prejudicar o objetivo principal, que é o de apre 
sentar um método de resolução numérica.

2. apresentaçAo do problema

Considere um maciço, por conveniência de forma retangu 

lar, constituido de um material poroso com características ide 

ais, isto é, homogêneo, isotropo, com porosidade uniforme, que 

separa dois reservatórios cora níveis de água constantes mas di. 

ferentes, sobre um fundo impermeável (ver figura 1).

Na região onde ocorre a percolação, denotada íí+ na figu 

ra 1, admite-se que as equações que governam o fenômeno são:

(i) Conservação da massa

9
g^(np) ♦ div(npv) (D= 0

(ii) Conservação da quantidade de movimento linear

■j—(ny) + q v gradCn v) = - -g- gradp + g + F (2)
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n = porosidade do meio. 

p = densidade do fluido, 
p = pressão hidrostática. 
g = força gravitacional.

F = resistência viscosa por unidade de massa, 

v = velocidade.

em que:

**
I
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k a

FlGURA 1 - Problema de percolação com fronteira livre.
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Supondo que o fluido é homogêneo e incompressível, e o 
escoamento ê estacionário e do tipo que se comporta segundo a 

•lei de Darcy, as ••equações (1) e (2) tomam a forma seguinte:

div q = 0

- grad(-2- + y) + —

(3)

= 0 (4)
pg g

A lei de Darcy estabelece que

F
K — (5)3 = -

g

onde K representa a condutividade hidráulica ou coeficiente de 
percolação.

Introduzindo agora a variável

u = -2- + y (•6)
pg

que representará a altura piezomêtrica, obtêm-se de (4) e (5) a 

expressão referida por muitos autores como lei de Darcy

q = - K grad u (7)

Combinando as equações (3) e (7) tem-se a equação de

equilíbrio

div (K grad u) = 0 (8)
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A condutividade hidráulica está relacionada com a 
meabilidade do meio poroso, a densidade e a viscosidade u do 
fluido através da expressão:

per

kpg
K = (9)

V

Para facilitar o desenvolvimento, admitiu-se que no pro 
blema aqui tratado, a condutividade hidráulica terá valor-unitá

rio.

Propõe-se então resolver o seguinte problema:

Problema PI - Conhecidos os parâmetros- a, e de ma

neira que

yA > yc ± 0
(10)

a > 0

determinar a função <í>(x) > que representa a superfície 
com as seguintes propriedades:

livre,

<j>(x) e definida e regular no intervalo [Ü,aJ.(i)

(ii) <J>(0) = yA 4»(a) 1 y ce

Ainda mais, se denotarmos por Í2+ o conjunto

n+ = ((x,y) 10 < x < a , 0 < y < <|>(x)} (IX)

existe uma função u(x,y) definida e regular no fecho íí+ 

satisfazendo a equação

de íí+,
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a2u t 92u 
3x2 3y 2

e às seguintes condições de contorno

= Au = 0 (12)em

(13)u = yA em

\çc'J U^c' (14)u = y em

m (15)u = yc em

3u mTy - 0 (16)em

3u em AC' □ (17)3n = 0

3. 'FORMULAÇÃO VARIACIONAL

Partindo do problema de valor de contorno apresentado

no item 2, é possível estabelecer uma forma variacional para o

problema da percolação. •

Para tanto, basta multiplicar a equação (12) por 

função <J> pertencente ao espaço das variações admissíveis V, e 

integrar por partes. Tem-se assim o problema P2 descrito a 
guir.

uma

se

0 espaço V referido anteriormente é definido por:

V = Í4>(x ,y) e C (fi) ; *(xfy) = 0

de. [ÕÃ] (J [BD] }
na vizinhançí

(18)

Problema P2 De terminar 4>(x), u'(x,y) e Í2+ tal que
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(i) 4>(x) seja uma função contínua e estritamente decrescen

• te no intervalo [Õ,a]

(ii) = yA ; 4>(a) > yc

(iii) ucH1(íí+) Pi C°(fi+) e satisfaz as condições (13)— (15) 
no sentido de C° (ÍJ+)

(19) ■

□ (20)(iv) grad u grad 4> dxdy =0 ¥ $eV

O problema P2 apresenta o inconveniente de ter o domí

nio 0+'como uma das incógnitas. Para contornar essa dificuldade
2Baiocchi , sugere uma transformação de variáveis, de modo que 

as três incógnitas iniciais ficam reduzidas a uma unica, defin^

da sobre um domínio conhecido.

Para introduzir a transformaçao de Baiocchi, considere 

u como sendo a extensão de u a todo Í2 definida assim:

u em
(21)u

y em fi
o

A transformação de variáveis será então

ryA
[ u (x,s) - s ^ds (22)w(x,y) =

y

Das condições (13)— (17) deduz-se facilmente que w = g 

no contorno T de fl , onde
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g - T^A-y)2 

g - -|-(yc-y)2

8 = T yA - á(yA^C5*

g = 0

(23)em

(24)em

(25)em

nas restantes partes de r. (26)

Por outro lado, verifica-se que w, tal como foi definido em (22), 
possui as seguintes propriedades:

(27)(i) w = 0 

(ii) w > 0'

(iii) weh'((í) D C°(ft)

n = n - ít 
0 +

em

(28)em

(29)

4* dxdy = 0 ; V * e H1 (íí)(7w 74») dxdy +(iv) (30)
o

fi n+

Para uma verificação de (30) basta substituir

na equaçao (20),4> =
3y

em que Ç e uma função Ç(x,y) eH>(fl).o

Então

3w 32Ç 3w 32Ç 

3x 3x3y 3y 3y
(—(7w-74») dxdy = —-)dxdy

íí

V(|^)-7Ç dx dy
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!f dx<Jy(Vu«V4>)dxdy -

n+

(Vu* V4>) dx dy $ dx dy.

Observação. A transformação de Baiocchi tal como foi apresenta 
da em (22) , aplica-se apenas ao caso de um meio poroso

tuído de material homogêneo e maciço com secção transversal re
2tangular. Para outros casos recomenda-se consultar Baiocchi e 

Ba’it>cchi, Comincioli e Magenes^ . ] [

consti

Vejamos agora como a transformação de Baiocchi 

de maneira natural â formulação do problema da percolação 
uma inequação variacional.

Seja K um conjunto convexo fechado definido por :

conduz

como

K = (v| v e H1 (ft) ; v|r = g ; v^O quase sempre em ÍI} (31)

Tem-se então que as equações (27)— (30) sao equivalentes a 

guinte inequação variacional

se

(32)(v-w)dxdy 0 AI v e KVw V( v-w) dxdy +

níí

se v e K ,Para verificar a afirmativa acima, observe 

v-weH^fl); então de (30) vem

que

o

45



f Vw (vcW)dxdy = <- Aw,(v-w)>

, (v-w)>

(v-w)dxdys

(v-w)dxdy> -
n

uma vez que, v > 0 em fl e w = 0 em 0 = TI - Q .— o *

Resulta assim uma outra formulação para o problema (P2), 

era. termos da inequação (32)

Problema P3. Determinar weK, tal que

('33)a(w,v-w) + f(v-w) 0 ¥ v e K

onde

a(»,«) - é uma forma bilinear sobre H‘(fi) xH^fi)

e

- ê um funcional-.linear contínuo sobre Hl(ft), de 

finidos de maneira óbvia através de (32) e (33). I I

Resta então saber se a inequação variacional (33) . po£ 

sui solução e como obtê-la. A resposta está contida no 

a seguir.

U * )

teorema

Teorema 1 - A inequação variacional (33) possui uma uni^ 

ca solução weK. Ainda mais, obtida a solução w, determina-se 

íl+ . $(x) e u através de
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íí+ = {(x,y|(x,y) eíí; w > 0}(i) (3.4)

4>(x) = sup{11 (x,t) e 5í+}; 0 < x < a ;(ü)

4>(0) = lim 4>(x) ; <J>(a) = lim 4>(x) 
x-0+

(35)
X-*-â~

u é a restrição a íí+ da função(üi)

y- U (36)3y

Demonstração:

(a) Existência - Serã demonstrada aqui apenas 

parte do teorema, uma vez que as propriedades (34)— (36) são de 

correntes da transformação da variável introduzida por Baiocchi.

Inicialmente mostra-se que devido à simetria da forma 

bilinear a(»,*) a resolução da inequação (33) ê equivalente 

minimização de um funcional.

a primeira •

à

A existência de um mínimo para este funcional'sobre 

definirá a solução de (33).

K

-A forma bilinear a(-,*) é contínua e coerciva. A conti^ 

nuidade é consequência da desigualdade de Schwarz, 

que a m*»rcividade resulta da aplicação da desigualdade de Poin 

carê. Então

enquanto

I a (w ,v-w) | < c 11w || IIV-WII , (37)(Continuidade) í HH
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(38)(Coercividade) 2a(v-w, v-w) > a || v - w
H1

0 fato da forma bilinear a(«,«) ser simétrica, permite

construir um funcional

iJ : H -*• JR

definido por:

(39)J(v) = a(v,v) -2£(v)

tal que J é contínuo, portanto semi-contínuo inferiormente,

coercivo e estritamente convexo.

(i) semi continuidade inferior.

Seja vn -*■ v e K uma sequência fracamente convergente. Lo 

go, devido a continuidade de a(*,«) e £(•)

a(vn,v) -*» a(v,v) 

a(v,vn) a(v,v)

í(vn) l (V)

Então

(40)lim J(v ) = J(v)

e nesse caso J(u) é mais do que semi-contfnuo: é, na. verdade, 

contínuo.

Em consequência da continuidade de J, tem-se

J(w) = lim inf J(v )
VK

(41)
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(ii) Coercividade .

J(v) = a(v,v) 2£(v)

sendo a(v,v) coerciva e £(v) continuo.

J(v) > ci 11 v|| 21 — 2 ||£ || _ i íH H H

que implica em

lim J(v) (43)-+ +00

-+ +00
1H

(iii) Convexidade estrita.

£(v) sendo linear é convexo; resta portanto demonstrara 
convexidade de a(v,v).

a(0u+(l-0)v, 0u+(1-0)v) = 02a(u,u)

+ 20(l-0)a(u,v) + (1-0)2a(v,v); 0c (0,1).

Mas da coercividade de a(v,v) tem-se

2
= a(v-u ,v-u) >_ ct 11 v-u||a(v,v) + a(u,u) -2a(u,v) iH

a(v,v) + a(u,u) > 2a(u,v) para u ^ v.

a(0u+(l-0)v, 0u+(l-0)v) < 02a(u,u) + 0(l-0)a(u,u)

+ 0(1-0)a(v,v) + (1-0)2 a(v,v)

= 0a(u,u) + (l-0)a(v,v) -V u,veH ; 0 e (0,1).
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Considerando agora uma sequência minimizante vR

(44)J(v ) - Inf J(v) 
n veK

fato de J(v) ser contínuo implica quee o

J(w) = liminf J(vn) (45)

De (44) e (45) conclui-se que

(46)J(w) = Inf J(v) 
veK

Ficou demonstrado até aq.ui que weK minimiza J(v) sobre 

K Vejamos agora se w obtido em (46) é solução de (33).

J(w) < J(v) ■V v e K.

Entretanto, se veK e 0 e (0,1)

J((l-0)w+0v) > J(w),

[J(w+0(v-w)) - J(w)] > 0

Se o lim -|[J(u+0(v-w)) - J(w)^ _> 0 existe, escreve-
0-0

se

J' (w) • (v-w) > 0 ; veK

como

j'(w)*(v-w) = a(w,v-w) - £(v-w)

tem-se
a(w,v-w) - £(v-w) >_ 0.
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(b) Unicidade^ - Sejam Wj e w2 duas soluções de (46), com

wi * w2 • e seja m = Inf J(v).
veK

Então

w + w1 - E K.
2

Sendo J estritamente convexo

W1 + W2 ) <^'[IJCwi) + J(w2) 2 = mj(
2

□o que contradiz a hipótese de m = Inf J(v).
veK

Do Teorema 1 resulta que o problema P3 é equivalente ao 
seguinte problema de minimização:

Problema P4. Determinar weK, tal que

J(w) < J(v) (47)■V v e K

□sendo J(v) definido em (39).

k. REGULARIDADE DA SOLUÇÃO

Uma vez demonstrada a existência e unicidade da solução 

do problema (P3), ou seu equivalente (P4) , é necessário para o 

estudo do erro na solução aproximada, investigar o grau de deri. 

vabilidade da solução, e sua dependência com os dados.

0 teorema a seguir e uma aplicação dos trabalhos 

Brezis — Stampacchia^ . Veja também Baiocchi^

de
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Teorema 2 - Seja w a solução da inequação variacional 

(33) . Então w possui as seguintes propriedades

div(grad w) e L°° (Í2) 

w e H2 tn) (48)

0 resultado do teorema 2 é de importância fundamental 
no estabelecimento das estimativa de erro na solução aproximada

(P4).

A seguir descreve-se a aproximação pelo método dos el£ 
mentos finitos do problema (P4).

5. APROXIMAÇÃO COM ELEMENTOS FINITOS

A formulação aqui adotada I aquela apresentada por Oden 
e Reddy1^, e consiste em escolher uma malha triangular uniforme 

Th em ft (elementos triangulares com dimensões 

iguais), sobre a qual define-se um espaço de 
com as seguintes propriedades

aproximadamente 

aproximações Sh

í
(i) ShC H (fi) (49)

onde h é um parâmetro escolhido de maneira que, se h tende a ze 

ro, a dimensão de Sh tende para infinito, (h ê a máxima 
são do elemento).

dimen

(ü) ^CSh (50)
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sendo ?l o espaço dos polinômios de grau menor ou igual a 
sobre .

(iii) Para cada v e Hr , r > 0

um,

e

0 < s < min {1,r)

existe um e e uma constante positiva C independente de h e 
de v, tal que

II v“vh II s 1 Ch° llv II r
n H

(51)

sendo a = min {2-s , r-s).

0 convexo K aproximação de K e definido por:

K = (vh e Sh ! vh = 8^ sobre , v^ _> 0 q.s. em (S'21

em que denota-se:

- um triângulo típico de

rh - os pontos de pertencentes a interseção de r com

Th
g^ - restrição da função g(x,y) a

Tal como foi definido, K tem as seguintes propriedades:
i

(i) K C ShC H (ft)

(ii) K é um convexo fechado mas não necessariamente contido 
em K.

Escreve-se então o problema aproximado de (P4) assim: 

Problema P4'. Determinar eK , tal que
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W i W (53)WhcK

onde

Jh(vh) = a(vV - 2£CV* 0 (54)

giie ó problema aproximado (P4') possui solução é eviden 
te, faltaria no entanto mostrar que se h tende a zero, w^-»- w em

íH (íí) . 0 teorema 3 garante esse resultado.

Teorema 3 - Suponha que K tem as propriedades definidas 

teriormente e que aproxima K no seguinte sentido:

an

(i) Para qualquer veK, pode-se encontrar um v^ e K, tal 

que -*■ v em H1 (ft) ;

(ii) Se e K, w em h' (íí) fraco, weK.

Então é a solução de (53) e tem-se -*■ w em H^fl) , 

sendo w a solução de (47).

Para uma demonstração, veja Glowinski, Lions, Trémoliè-
7res

6. ESTIMATIVAS DO ERRO

Apresenta-se aqui uma avaliação do erro cometido quando 

se utiliza elementos finitos com aproximação linear na resolu 

ção do problema (P4).
^ A

Omitiu-se a demonstração do lema 1 e teorema 4 que 

seguem, porque escapam ao proposito deste trabalho.

se

(Erro na aproximaçao).-Seja a(w,v-w) uma formaLema 1
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bilinear, contínua e coerciva em e Sh. Então tem-se 

a(w-wh, w-wh) <<-1 + Aw, w-wh>+<-1 + Aw, wh - v > +

+ a(w - w - v^) V veK e vh e K (55)

Para uma demonstração veja Kikuchi10.

Reunindo agora o resultado do teorema de regularidade,a 
propriedade (iii) do subespaço S^, e o lema anterior, 
tra-se o seguinte:

Teorema 4^ - Seja w a solução da inequação (33) 
w^eSjj a solução do problema aproximado de (33). 

tão, para h suficientemente pequeno, e uma aproximação com 

mentos finitos lineares a seguinte estimativa é verdadeira.

demons-

com

w e KfíH2, En
ele

I | w-wh |j - Belli (56)H (fl) H (fl)

0 ( | h | )II e llH»(n) 1 (57)

7. RESOLUÇÃO DO PROBLEMA Pk

0 problema (P4') é resolvido com o auxílio de um 

ritmo bastante conhecido em programação não-linear, atribuido a 

Uzawa17, e constitui-se numa generalização do conhecido método 

da relaxação, utilizado na resolução de sistemas de equações li^

algo

neares.

Algoritmo

(1) - Escolhe-se um vetor inicial yfO) pertencente a K
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f°) - 0).(.por exemplo w

(2) - Calcula-se a componente w,

ção a partir do valor obtido na iteração anterior

da enésima itera

w(n)
wk assim:

wín+1) =k Max {0 , (58)

em que
(n+i)rk-1r1Lj=i

p«ín+i)= 4n) - a(vvwja(^k’^k^

!■>>]N
- £(w (59)

j=k

(3) - Repete-se a etapa (2) ate obter-se a convergência 
para uma tolerância especificada. (Veja item (iv) 

do parágrafo 8).

No algoritmo descrito p representa o parâmetro de 

xação (0 < p < 2), escolhido através de testes numéricos de 

do a permitir a convergência com o menor número possível de 
terações.

rela

mo

i-

As funções ^(x.y) e ^(x.y), pertencem a e represen 
tam funções da base local utilizada na interpolação em cada 
elemento (funções de interpolação).

8. RESULTADOS NUMÉRICOS

Para ilustrar a técnica de resolução descrita neste tra 

balho escolheu-se um exemplo típico de percolação com as seguin 

tes características:
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(i) - Parâmetros geométricos adimensionais:

= 3.22 = 0.84 ; a = 1.62yA ’ yC

(ii) - Discretização em elementos finitos triangulares linea 
res com uma malha de (20 x 30) .

(iii) - Parâmetro de relaxação p = 1.7 (escolhido).

(iv) - Teste para interromper as iterações

N

l - w£n)i « 10'5-
k=l

Na figura 2 apresenta-se o grafico da função $h(x), 

proximação de $(x).

Além do exemplo anterior, realizou-se testes com 

problema tendo as seguintes características

a-

outro

(i) - Parâmetros geométricos adimensionais.

yA = 1.0 ; yc = 0.4 ; a = 1.0

(ii) - Discretização em elementos finitos triangulares linea

(5x5) e (10 x10) .res com malhas de

Manteve-se aqui as características (iii) e (iv) do pro

blema anterior.

As aproximações -de 4>(x) são indicadas nas figuras 3 e 4.

57



~v
T >»

\
\

\
\

i\
\

ST

T

///^y// s^y// ^ Vvír '.'*-///

FIGURA 2 Fronteira livre com malha de (20x30) 
Para yA = 3-22; yc = 0.8A; a = 1.62 .



~v
7

\
\\\\

\\
N
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FIGURA 3
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= 0. 4 ; a = 1 .0para yA = 1.0 ; YC i



9. COMENTÁRIOS FINAIS

Os experimentos numéricos realizados revelaram que o mé 
todo aqui apresentado tem as seguintes propriedades

(1) - Quando se utiliza elementos lineares, para que se

tenha a fronteira livre bem definida é necessário uma

ob

malha refinada (h pequeno).

(2) - A posição dò ponto C'“na figura 1, fica automaticamen 

te definida, uma vez conhecida a função w.

(3) - Embora o algoritmo de resolução seja iterativo, não é 

necessário corrigir a fronteira livre a cada Itera­

ção. A determinação dos definirá ao final das ite 

rações a posição da fronteira livre.

(4) - A convergência do processo iterativo utilizado é asse 

gurada pelo Teorema 3.

Um estudo comparativo entre o método aqui utilizado e 

as técnicas usuais de resolução do problema será objeto de um 

trabalho a ser apresentado futuramente.
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RESUMO

Partindo de um modelo simplificado, mo£ 
tra-se que o problema da percolação de agua 

-através de um maciço poroso, pode ser descri^ 
to por uma inequação variacional elTtica usa£ 
do uma transformação ideal i-zada. por BAIOCCHI.

Para a inequação variacional obtida, es^ 
tuda-se uma aproximação com elementos finitos 
e um al górttmo-para..j;esol ução numérica do pro 
blema aproximado.

SUMMARY

Starting from a simplified model , it is 
shown that the seepage flow problem through a 
porous media can be modeled by an eli.ptique v<i 
riacional inequality, using Baiocchi transfor 
mation. A finite element aproximation is then 
discussed together with a num£xical ,proc*’dure 
to solve the aproximate problem.
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